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二次特征值反问题的中心斜对称解及其最佳逼近
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　　摘要: 利用矩阵的奇异值分解, 讨论构造n 阶中心斜对称矩阵M , C 和K , 使得二次束Q (Κ) = Κ2M + ΚC +
K 具有给定特征值和特征向量的特征值反问题. 首先证明反问题是可解的, 并给出了解集 SM CK 的通式. 然后
考虑从解集 SM CK 中求给定矩阵[M , C, K ] 的最佳逼近问题, 给出了最佳逼近解的存在唯一性及表达式.
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Abstract: T he inverse eigenvalue p rob lem of con struct ing cen tro skew symm etric m atricesM , C ,
and K of size n fo r the quadra t ic pencilQ (Κ) = Κ2M + ΚC + K so tha t Q (Κ) has a p rescribed sub set of
eigenvalues and eigenvecto rs is con sidered by singu lar va lue decom po sit ion of m atrix. It is show n tha t
the p rob lem is so lvab le and the genera l exp ression of so lu t ion to the p rob lem is p rovided. T he op t im al
app rox im at ion p rob lem associa ted w ith S M CK is po sed, tha t is: to find the nearest t rip le m atrix [M , C,
K
 ] from S M CK . T he ex istence and un iqueness of the op t im al app rox im at ion p rob lem is d iscu ssed and
the exp ression is p rovided fo r the op t im al app rox im at ion p rob lem.
Key words: quadra t ic eigenvalue p rob lem ; cen tro skew symm etric m atrix; op t im al app rox im at ion;
singu lar va lue decom po sit ion
1　问题的提出
考虑由下面的二阶线性常微分方程所描述的系统
M xβ + C xα+ K x = 0,
其中M , C , K ∈R n×n 为常数矩阵, x 为 n 维向量, xβ, xα的分量分别是 x 的对应分量对时间 t的二阶和一阶
导数. 该系统的稳定性问题往往转化为如下二次特征值问题: 给定 n 阶实矩阵M , C 和 K , 求数 Κ和非零
向量 x 使得
Q (Κ) x = 0,
其中Q (Κ) = Κ2M + ΚC + K 称为二次束. 数Κ和相应的非零向量 x 分别称为二次束Q (Κ) 的特征值和特
征向量.
在工程技术, 特别是结构动力模型修正技术领域经常遇到上述二次特征值问题的相反问题 (称之为
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二次特征值的反问题). 对阻尼结构进行动力分析时, 应用有限元方法可得到系统的质量矩阵M , 阻尼
矩阵C 和刚度矩阵K , 从而可得二次特征值问题和特征向量 (振型). 但是有限元模型毕竟是实际结构系
统的离散化, 并且在离散化过程中还必须对结构部件之间的连接条件、边界条件作力学上的简化. 因此
用有限元方法模型作响应分析时往往存在误差. 另一方面, 运用实测技术可测得结构的低阶 (比如m (m
≤n) 个) 频率 (即特征值Κ1, ⋯, Κm ) 和相应的振型 (即特征向量 x 1, ⋯, x m ). 一般地, 有限元方法的计算结
果与实测结果之间存在差异. 结构动力模型修正技术[ 1 ] 利用实测模态数据对有限元方法所得的质量矩
阵M , 阻尼矩阵C 和刚度矩阵K 进行修正, 使修正的质量矩阵M , 阻尼矩阵C 和刚度矩阵K 满足理论上
的谱约束条件, 即
(Κ2iM + ΚiC + K ) x i = 0 ( i = 1, 2, ⋯,m ) ,
并且矩阵[M , C , K ]“接近”矩阵[M , C, K ].
设A = (a ij ) ∈R n×n , 如果
a ij = - an+ 1- i, n+ 1- j , 　　i, j = 1, 2, ⋯, n ,
则称A 为 n 阶中心斜对称矩阵[ 2 ]. 在信息论、线性系统理论、线性估计理论及数值分析等领域中, 经常用
到中心斜对称矩阵. n 阶中心斜对称矩阵的全体将记为A CSR n×n.
R n×m 表示所有 n × m 阶实对称阵集合, R n×mr 表示 R n×m 中秩为 r 的子集,A + 表示 A 的
M oo re2Pen ro se 广义逆, I k 表示 k 阶单位阵, S k = (ek , ek- 1, ⋯, e1) ∈R k×k , 其中 ei 为单位阵 I k 的第 i 列,
O R n×n 为 n 阶正交矩阵的全体. 设A ,B ∈R n×m ,A 与B 的内积定义为〈A ,B 〉= tr (B TA ) , 则由此内积导
出的范数‖A ‖ = 〈A ,A 〉= (tr (A TA ) )
1
2 是矩阵A 的 F roben iu s 范数, 并且R n×m 在此内积下构成一
个完备的内积空间.
对中心斜对称矩阵的最小二乘解问题已有研究[ 3- 4 ]. 本文将讨论构造二次特征值反问题的中心斜
对称解的问题. 中心斜对称的动力模型修正问题可表述为如下二次特征值反问题:
问题 É 　给定X ∈R n×m , + ∈R m ×m , 求矩阵M , C , K ∈A CSR n×n , 使得
M X + 2 + CX + + K X = 0.
　　问题 Ê 　给定M , C, K ∈R n×n , 求[Mδ, Cδ, Kδ] ∈ S M CK , 使得
‖[M , C, K - [Mδ, Cδ, Kδ]‖ = inf
Π [M , C , K ]∈SM CK
‖[M , C, K ] - [M , C , K ]‖.
其中 S M CK = {[M , C , K ]ûM X + 2 + CX + + K X = 0,M , C , K ∈A CSR n×n} 是问题 É 的解集合.
2　问题 I的解
首先讨论中心斜对称矩阵A CSR n×n 的结构.
令 k = [ n
2
], [x ] 是不大于 x 的最大整数.




I k I k
S k - S k
, 　　D TD = I n. (1)




I k 0 I k
0 2 0
S k 0 - S k
, 　　D TD = I n. (2)




D T , 　　G ∈R (n- k )×k , H ∈R k× (n- k).
这里当 n = 2k 时,D 取 (1) 式, 当 n = 2k + 1 时,D 取 (2) 式.
为研究问题 É 的解的存在性及其解的结构, 先考虑下面更一般的问题:
问题 É ′　给定X , Y , Z ,N ∈R n×m , 求A ,B , C ∈A CSR n×n 使得
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V T , (4)
其中U = [U 1,U 2 ] ∈OR 3n×3n ,U 1 ∈R 3n×r,V = [V 1,V 2 ] ∈O R m ×m ,V 1 ∈R m ×r, 2 = diag (Ρ1, ⋯, Ρr) , Ρi >






2 - 1 0
0 0
U T = V 12 - 1U T1.








的奇异值分解为式 (4) , 则问题 É ′有
解的充要条件是N V 2 = 0. 在 (4) 有解的情况下, 其通解为





+ GU T2 , 　Π G ∈R n× (3n- r).




, 　D T Y =
Y 1
Y 2
, 　D T Z =
Z 1
Z 2















V Ti , 　i = 1, 2, (6)
其中 2 i = diag{Ρi1, Ρi2, ⋯, Ρiri}, Ρij > 0, j = 1, 2, ⋯, ri, i = 1, 2; U 1 = [U 11,U 12 ] ∈OR
3 (n- k)×3 (n- k) ,U 11 ∈
R 3
(n- k)×r1 , U 2 = [U 21,U 22 ] ∈R 3k×3k ,V i = [V i1,V i2 ] ∈OR m ×m ,V i1 ∈R m ×ri, i = 1, 2. 则问题 É ′有解的充
分必要条件是
N 1V 22 = 0 且N 2V 12 = 0.




D T , 　B = D
0 B 1
B 2 0
D T , 　C = D
0 C 1
C 2 0
D T , (7)
其中





+ G 1U T22, 　　Π G 1 ∈R (n- k )× (3k- r2) , (8)





+ G 2U T12, 　　Π G 2 ∈R k× (3 (n- k) - r1). (9)




D T , 　B = D
0 B 1
B 2 0
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D TX + D
0 B 1
B 2 0
D T Y + D
0 C 1
C 2 0
D T Z = N , (10)
即
A 1X 2 + B 1Y 2 + C 1Z 2 = N 1, 　A 2X 1 + B 2Y 1 + C 2Z 1 = N 2. (11)
所以问题É ′有解的充分必要条件是方程 (11) 有解[A i,B i, C i ] ( i = 1, 2). 由引理2知方程 (11) 有解当且
仅当N 1V 22 = 0 且N 2V 12 = 0. 并且在 (11) 有解的情况下, 其通解为 (8) , (9).
定理 1 表明问题 É 总有解, 形式的推导可证明其解的结构如下.
















V Ti , 　i = 1, 2, (13)
其中 2 i = diag{Ρi1, Ρi2, ⋯, Ρiri}, Ρij > 0, j = 1, 2, ⋯, ri, i = 1, 2. 设U 1 = [U 11,U 12 ] ∈OR
3 (n- k)×3 (n- k) ,U 11
∈R 3 (n- k)×r1 ,U 2 = [U 21,U 22 ] ∈R 3k×3k ,V i = [V i1,V i2 ] ∈O R m ×m ,V i1 ∈R m ×ri , 则问题 É 的解M , C , K ∈
A SCR n×n 存在, 且其通解为
[M , C , K ] = D





D T 0 0
0 D T 0
0 0 D T
. (14)
其中G 1 ∈R (n- k)× (3k - r2) , G 2 ∈R k× (3 (n- k) - r1) 是任意的,
P =
0 0 0 I k 0 0
I n- k 0 0 0 0 0
0 0 0 0 I k 0
0 I n- k 0 0 0 0
0 0 0 0 0 I k
0 0 I n- k 0 0 0
.
　　现给出求解问题 É 的数值算法.






31 由式 (14) , 计算M , C , K.
3　问题 Ê 的解
因为问题É 的解集合S M CK 非空且是完备内积空间R n×3n 中的一个闭凸集, 据内积空间的变分原理,
[M , C, K ] 在 S M CK 中有惟一的最佳逼近[Mδ, Cδ, Kδ].
对给定的M , C, K ∈R n×n , 记
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　　定理 3　给定M , C, K ∈R n×n 和 + ∈R m ×m , 则问题 Ê 存在惟一解, 并且其解可表示为
[Mδ, Cδ, Kδ] = D
0 A12G 1U T22
A21G 2U T12 0
P T
D T 0 0
0 D T 0
0 0 D T
. (16)
　　证明　对任意[M , C , K ] ∈ S M CK , 有
[M , C , K ] = D





D T 0 0
0 D T 0
0 0 D T
, (17)
则
[M , C, K ] - [M , C , K ] = [M , C, K ] - D





D T 0 0
0 D T 0



















D T 0 0
0 D T 0
0 0 D T
.
由范数F roben iu s 的酉不变性, 有





12 - G 1U T22
A

21 - G 2U T12 A22
2
=




显然当G 1 = A12U 22, G 2 = A21U 12 时, ‖[M , C, K ] - [M , C , K ]‖达到最小值. 由式 (17) 得到式 (16).
现给出求解问题 Ê 的数值算法:






31 对给定的M , C, K , 由式 (15) 计算A12,A21;
41 由式 (16) 计算Mδ, Cδ, Kδ.
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